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一、(10 分) 叙述函数列 {fn(x)} 在 D 上一致收敛的定义，并据定义证明函数列

{
fn(x) =

√
x2 +

1

n4

}
在 R 上一致收敛.

二、(40 分) 计算：

1. 设 z = f(x2e−y, xy)，函数 f 在 R2 有二阶连续偏导数，请计算
∂2z

∂x∂y
;

2. 空间曲线

x2 + y2 + z2 = 3

x+ 2y + 3z = 0
在点 (1, 1,−1) 处的切线与法平面;

3. 第一类曲线积分 I =

∫
γ

√
x2 + y2 + z2 ds，其中 γ 的参数方程为


x = cos t
y = sin t

z = et

，t ∈ [0, π];

4. 第二类曲线积分 I =

∫
C

(ex− y3) dx+
(
cos(y2) + x3

)
dy，其中 C =

{
(x, y) | x2 + y2 = 1, y ≥ 0

}
为单位圆的上半圆，方向为逆时针从 (1, 0) 到 (−1, 0);

5. 三重积分 I =

∫∫∫
Ω

4
√
x2 + y2 + z2 dxdydz，其中 Ω =

{
(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
为单位球.

三、(10 分) 请证明函数 f(x, y) = 3
√
x3 + y3 在 (0, 0) 处沿任意方向的方向导数都存在，但在 (0, 0) 处不

可微.

四、(10 分) 请计算幂级数
∞∑

n=1

(
n+

1

n

)
xn 的收敛域与和函数.

五、(10 分) 请证明在 (0, 0) 的某邻域内存在唯一的可导函数 y = φ(x) 满足 sin y +
ey − e−y

2
= x，并求

其导函数 φ′(x).

六、(10 分) 证明：∀x ∈ (0, π)，
∞∑

n=1

sinnx

n
=

π − x

2
.

七、(10 分) 已知 f(x) =

∞∑
n=2

sinnx

n2 lnn
. 证明：

1. f(x) 在 [0, π] 上连续;

2.
∞∑

n=2

cosnx
n lnn

在 (0, π) 上非一致收敛;

3. f(x) 在 (0, π) 上可导，且 f ′(x) =

∞∑
n=2

cosnx
n lnn

.
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