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一、多元函数可微性

1. z = f(x, y) 在 (x0, y0) 的某邻域内有定义，若存在常数 A,B 对充分小的 ∆x,∆y 均有

∆z = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = A∆x+B∆y + o(ρ), ρ → 0.

其中 ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2，则称函数 z = f(x, y) 在点 (x0, y0) 处可微.

2. f(x, y) = (xy)
5
7 , f ′

x(0, 0) = 0, f ′
y(0, 0) = 0. 并且有

|f(x, y)− f(0, 0)− f ′
x(0, 0)x− f ′

y(0, 0)y|√
x2 + y2

=
|(xy) 5

7 |√
x2 + y2

⩽ |(xy) 5
7 |√

2|xy| 12
=

1√
2
|xy| 3

14 → 0, (x, y) → (0, 0).

故 f(x, y) 在 (0, 0) 处可微.

二、反常积分与级数的敛散性

1. 1

x
在 [1,+∞) 上单调递减，且 lim

x→∞

1

x
= 0. 而

∣∣∣∣∫ u

1

sinx dx
∣∣∣∣ = |cosu− cos 1| ⩽ 2, 由 Dirichlet 判

别法知，积分
∫ +∞

1

sinx

x
dx 收敛. 而

|sinx|
x

⩾ sin2 x

x
=

1− cos 2x
2x

且
∫ +∞

1

dx
2x
发散，

∫ +∞

1

cos 2x
2x

dx 收敛，由比较判别法知
∫ +∞

1

|sinx|
x

dx 发散.

2. 否. 比如 un =
(−1)n√

n
, vn =

(−1)n√
n+ (−1)n

, 有 lim
n→∞

un

vn
= lim

n→∞

√
n+ (−1)n√

n
= 1.

但是
∑+∞

n=1 un 收敛（Leibniz 判别法），而
+∞∑
n=1

vn 中，

vn =
(−1)n√
n+ (−1)n

=
(−1)n(

√
n− (−1)n)

n− 1
=

(−1)n
√
n

n− 1
− 1

n− 1
,

其中
+∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n− 1
收敛，

+∞∑
n=1

1

n− 1
发散，故

+∞∑
n=1

vn 发散.
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三、多元函数积分计算

1.

I =

∫ 1

0

e2x ln
(
1 + e2x

)
dx =

1

2

∫ 1+e2

2

ln tdt

=
1

2
t(ln t− 1)

∣∣∣∣1+e2

2

=
1

2

(
(1 + e2)

(
ln
(
1 + e2

)
− 1

)
− 2(ln 2− 1)

)
.

2.

I =

∫ 0

−c

z dz
∫∫

x2

a2 + y2

b2
⩽1− z2

c2

dx dy =

∫ 0

−c

πab

(
1− z2

c2

)
z dz = πab

∫ 0

−c

(
z − z3

c2

)
dz

= πab

(
z2

2
− z4

4c2

) ∣∣∣∣0
−c

= −π

4
abc2.

3. C : x2 + 4y2 = δ2, 顺时针. I =

∫
L+C

+

∫
C−

. 设 C 所围区域为 D.

∂Q

∂x
=

x2 + 4y2 − 2x(x+ 4y)

(x+ 4y2)2
=

−x2 − 8xy + 4y2

(x+ 4y2)2
,

∂P

∂y
=

−(x2 + 4y2)− 8y(x− y)

(x+ 4y2)2
=

−x2 − 8xy + 4y2

(x+ 4y2)2
.

故
∫

L+C

= 0, 而

∫
C−

=
1

δ2

∮
(x− y) dx+ (x+ 4y) dy =

2

δ2

∫∫
D

dx dy =
2

δ2
× πδ2

2
= π.

所以 I = π.

4. I =

∫∫
S

(x cosα+ y cosβ + z cos γ) dS, 法向量为 n⃗ = (x, y, z), 则

cosα =
x√

x2 + y2 + z2
= x,

cosβ =
y√

x2 + y2 + z2
= y,

cos γ =
z√

x2 + y2 + z2
= z.

故

I =

∫∫
S

(x2 + y2 + z2) dS =

∫∫
S

dS =
1

8
× 4π × 12 =

π

2
.

四、条件极值计算

目标函数为 f(x, y, z) = (x−x0)
2+(y−y0)

2+(z−z0)
2,约束条件为 (x, y, z) ∈ Ax+By+Cz+D = 0.

由拉格朗日乘数法，设拉格朗日函数为

L(x, y, z, λ) = (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 − λ(Ax+By + Cz +D).
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则有 

L′
x = 2(x− x0)−Aλ = 0 =⇒ x = x0 +

A

2
λ,

L′
y = 2(y − y0)−Bλ = 0 =⇒ y = y0 +

B

2
λ,

L′
z = 2(z − z0)− Cλ = 0 =⇒ z = z0 +

C

2
λ,

L′
λ = Ax+By + Cz +D = 0.

代入得
1

2
(A2 +B2 + C2)λ = −(Ax0 +By0 + Cz0 +D),

λ = −2(Ax0 +By0 + Cz0 +D)

A2 +B2 + C2
.

故

fmin = (Ax0 +By0 + Cz0 +D)2 · A2 +B2 + C2

(A2 +B2 + C2)2
=

(Ax0 +By0 + Cz0 +D)2

A2 +B2 + C2
.

dmin =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

五、一致收敛

1. ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时，∀x ∈ I, |fn(x)− f(x)| < ε, 则称函数列 {fn(x)} 在区间 I 上一
致收敛于 f(x).

2. ∀[α, β] ⊂ (a, b), f(x) 有一阶连续导函数，故 f ′(x) 在 [α, β] 上一致连续.

∀x ∈ (a, b), fn(x) = n(f(x+
1

n
)− f(x)), 由拉格朗日中值定理，存在 θn ∈ (0, 1), 使得

fn(x) = n · 1
n
· f ′(x+

θn
n
) = f ′(x+

θn
n
).

因为 f ′(x) 在 [α, β] 上一致连续，故 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x′, x′′ ∈ [α, β], 当 |x′ − x′′| < δ 时，|f ′(x′)−

f ′(x′′)| < ε. 而 ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时，
θn
n

<
1

n
<

1

N
.

故取 δ =
1

N
, x′ = x+

θn
n

, x′′ = x, 有 |x′ − x′′| < δ, 所以
∣∣∣∣f ′(x+

θn
n
)− f ′(x)

∣∣∣∣ < ε.

所以 {fn(x)} 在 (a, b) 上内闭一致收敛于 f ′.

六、 Fourier 级数

1. 奇延拓后，an = 0, n = 0, 1, 2, . . .,

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
2

π

∫ π

0

(π − x) sinnx dx

= 2

∫ π

0

sinnx dx− 2

π

∫ π

0

x sinnx dx

= − 2

n
cosnx

∣∣∣∣π
0

+
2

nπ
x cosnx

∣∣∣∣π
0

− 2

n2π

∫ π

0

cosnx dx =
2

n

故 f(x) 的 Fourier 级数为
+∞∑
n=1

2

n
sinnx. 其在 [−π, π] 上的取值为


π − x, 0 < x ⩽ π,

0, x = 0,

−π − x, −π ⩽ x < 0.
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2. 利用 Cauchy 收敛准则. |bn + · · ·+ bn+p| = 2

∣∣∣∣ sinnx

n
+ · · ·+ sin(n+ p)x

n+ p

∣∣∣∣.
取 x = x0 =

π

4n
, p = n, ε0 =

1√
2

, 有

|bn + · · ·+ bn+p| > 2 · 1√
2
· n

2n
= ε0.

所以 f 的 Fourier 级数在 (0, π) 上不一致收敛.

七、多元函数 Taylor 定理

1. f(x, y) = f(x0, y0) +

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)
f(x0, y0) +

1

2!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x0, y0) + o(ρ2), 其

中 ρ =
√
(∆x)2 + (∆y)2.

因为 P0(x0, y0) 是稳定点，所以
(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)
f(x0, y0) = 0. 又因为 Hasse 矩阵正定，即有

Q(∆x,∆y) = (∆x,∆y)H(P0)(∆x,∆y)T > 0, 其中

H(P0) =


∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2


P0

进而存在一不依赖于 ∆x,∆y 的常数 q > 0, 使得 Q(∆x,∆y) ⩾ q((∆x)2 + (∆y)2).

所以 ∃δ > 0, 当 (x, y) ∈ U(P0, δ) 时，有

f(x, y)− f(x0, y0) ⩾ ((∆x)2 + (∆y)2)(q + o(1)) > 0.

故 f(x, y) 在 P0 处取极小值.

2. 若 f 存在两个或以上的稳定点，不妨取其中两个 P1(x1, y1), P2(x2, y2), 由多元函数 Taylor 定理
的 Lagrange 余项形式，有

f(x, y)− f(x1, y1) =
1

2

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x1 + θ1∆x, y1 + θ1∆y),

f(x, y)− f(x2, y2) =
1

2

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x2 + θ2∆x, y2 + θ2∆y).

而因为 f 在每个点的 Hasse矩阵都是正定的，故 1

2

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x1+θ1∆x, y1+θ1∆y) > 0,

1

2

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x2 + θ2∆x, y2 + θ2∆y) > 0.

所以就会得出 f(x2, y2) > f(x1, y1) 且 f(x1, y1) > f(x2, y2) 的矛盾. 所以 f 至多有一个稳定点.


