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一、函数项级数、含参变量积分、广义积分

1. 若
∞∑

n=1

un(x)一致收敛，其和函数为 S(x)，对任意的 ε > 0，存在仅与 ε相关的正整数 N(ε) ∈ N，

使得当 n > N(ε) 时，有 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk(x)− S(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

2. 若
∫ +∞

a

f(x, y) dy 在 I 上一致收敛，则对任意的 ε > 0，存在仅与 ε 相关的正实数 A0(ε) ∈ R+，

使得当 A > A0(ε) 时，有 ∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)

∣∣∣∣ < ε.

二、正项级数、方向导数

1. 对 x ⩾ 0，我们证明不等式 sinx ⩾ x− 1

6
x3.

设 f(x) = sinx− x+
1

6
x3, x ⩾ 0，f ′(x) = cosx− 1 +

1

2
x2，f ′′(x) = − sinx+ x ⩾ 0.

则 f ′(x) ⩾ f ′(0) = 0，f(x) ⩾ f(0) = 0，不等式得证. 所以
∞∑

n=1

1

n2n sin(1/n) ⩽
∞∑

n=1

n−2( 1
n− 1

6n3 ) =
∞∑

n=1

n−(2− 1
3n2 ) ⩽

∞∑
n=1

n
− 1

n5/3

根据比较判别法，此正项级数收敛.

2. 设 r =
√

x2 + y2 + z2，则 ∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
=

(
y2 + z2

r3
,
y

r
,
z

r

)
，所以

∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

) ∣∣∣∣
(1,2,3)

= (
13

14
√
14

,
2√
14

,
3√
14

).

曲线在 P0 点的方向向量为 l⃗ = (x′(t), y′(t), z′(t))

∣∣∣∣
(1,2,3)

= (1, 4, 12)，其单位向量为 l⃗0 =
l⃗

|⃗l|
=

(1, 4, 12)√
161

. 那么
∂u

∂l⃗
= l⃗0 · ∇u =

629

98
√
46

.
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三、积分的计算

1.

V =

∫ 1√
2

0

dz
∫∫

x2+y2⩽z2

dx dy +
∫ 1

1√
2

dz
∫∫

x2+y2⩽1−z2

dx dy

=

∫ 1√
2

0

πz2 dz +
∫ 1

1√
2

π(1− z2) dz

=
(2−

√
2)

3
π.

2. 进行一个元的换：x = y =
sin θ√

2
, z = cos θ, θ ∈ [0, 2π].

因而

ds =

√
2

(
cos θ√

2

)2

+ (− sin θ)2 dθ = dθ .

所以 ∮
L

(x2 + y2 + z)2 ds =
∫ 2π

0

(sin2 θ + cos θ)2 dθ

=

∫ π

−π

(sin2 α− cosα)2 dα (θ = π + α)

= 2

∫ π

0

(sin2 α− cosα)2 dα

= 2

∫ π
2

−π
2

(cos2 β + sinβ)2 dβ (α =
π

2
+ β)

= 2

∫ π
2

−π
2

(cos4 β + sin2 β + 2 cos2 β sinβ) dβ

= 2

∫ π
2

−π
2

(sin4 β − 2 sin3 β − sin2 β + 2 sinβ + 1) dβ

= 4

∫ π
2

−π
2

(sin4 β − sin2 β + 1) dβ =
7

4
π.

3. 进行一个孔的挖：设 P =
−y

3x2 + 4y2
, Q =

x

3x2 + 4y2
，由于在任意非原点处，有

∂P

∂y
=

4y2 − 3x2

(3x2 + 4y2)2
=

∂Q

∂x
.

我们在原点附近取一个非常小的椭圆曲线 L′ : 3x2 + 4y2 = δ2，δ 充分小，使得 L′ 完全包含在 L 内
部，设 L′ 与 L 之间的区域为 S，L′ 包含的椭圆为 S′. 则由格林公式，有∫

L

x dy − y dx
3x2 + 4y2

=

∫∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy +

∫
L′

x dy − y dx
3x2 + 4y2

=
1

δ2

∫
L′

x dy − y dx

=
1

δ2

∫∫
S′

(1 + 1) dx dy

=
1

δ2
π

δ√
2
· δ
2
=

π

2
√
3
.
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4. 考虑椭球面的参数表示：x = sinφ cos θ, y = 2 sinφ sin θ, z = 3 cosφ，其中 φ ∈ [0, π
2 ], θ ∈ [0, 2π].

计算可知
∂(x, y)

∂(φ, θ)
= 2 sinφ cosφ = sin 2φ ⩾ 0,

∂(y, z)

∂(φ, θ)
= 6 sin2 φ cos θ.

由左式可知，参数 (φ, θ) 决定的法向量是上侧的，与曲线定向同向，由第二类曲面积分的定义：∫∫
S

x3 dy dz =

∫
Dφθ

sin3 φ cos3 θ · 6 sin2 φ cos θ dφ dθ

= 6

∫ π
2

0

sin5 φ dφ
∫ 2π

0

cos4 θ dθ =
12

5
π.

四、一元函数微分学

1. 由于 x− y = 1− z

x+ y = 1− 2z
=⇒


x = 1− 3

2
z

y = −1

2
z

所以

g(z) = f(x(z), y(z), z) =
3

2

(
|z|+

∣∣∣∣z − 2

3

∣∣∣∣) ⩾ 3

2

∣∣∣∣z − (z − 2

3

)∣∣∣∣ = 1.

当且仅当 z ∈
[
0,

2

3

]
时取等，所有极小值点为

(
1− 3

2
z,−z

2
, z

)
, z ∈

[
0,

2

3

]
.

2. 令 z = 0，有 y = z = 0，仅有 x 为非零项，则题目所求的极小值点为 (1, 0, 0).

五、重积分

给出两种方法：

法一. 因为 f(x, 1) = f(1, y) = 0，所以

fx(x, 1) = fy(1, y) = 0.

并且由于被积函数 xyfxy(x, y) 在区域 D 上连续，所以我们可以交换积分次序.∫∫
D

xyfxy(x, y) dx dy =

∫ 1

0

x dx
∫ 1

0

yfxy(x, y) dy

=

∫ 1

0

x dx
∫ 1

0

y dfx (x, y)

=

∫ 1

0

x dx
(
yfx(x, y)

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

fx(x, y) dy
)

= −
∫∫
D

xfx(x, y) dx dy

= −
∫ 1

0

dy
∫ 1

0

xfx(x, y) dx

= −
∫ 1

0

dy
(
xf(x, y)

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

f(x, y) dx
)

=

∫∫
D

f(x, y) dx dy .
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法二. 设 L 为区域 D = [0, 1]× [0, 1] 的边界曲线，直接计算曲线积分并利用 Green 公式得：

0 =

∫
L

xyfy(x, y) dy − xyfx(x, y) dx =

∫∫
D

(yfy(x, y) + xfx(x, y) + 2xyfxy(x, y)) dx dy .

所以 ∫∫
D

xyfxy(x, y) dx dy =
1

2

∫∫
D

y(fy(x, y) + xfx(x, y)) dx dy .

并且

0 =

∫
L

xf(x, y) dy − yf(x, y) dx =

∫∫
D

(xfx(x, y) + yfy(x, y) + 2f(x, y)) dx dy

所以 ∫∫
D

f(x, y) dx dy =
1

2

∫∫
D

(yfy(x, y) + xfx(x, y)) dx dy =

∫∫
D

xyfxy(x, y) dx dy .

六、Fourier 级数

1. 设 u0(x) =
a0
2
，un(x) = an cosnx+ bn sinnx (n = 1, 2, . . .). 又由于

|un(x)| = |an cosnx+ bn sinnx| ⩽ |an|+ |bn| ⩽
M

n3
, n ⩾ 1.

所以 ∣∣∣a0
2

∣∣∣+ ∞∑
n=1

|un(x)| ⩽
∣∣∣a0
2

∣∣∣+ ∞∑
n=1

M

n3

通过比较判别法显然可以得出该三角级数绝对收敛，故而收敛. 并且，由 Weierstrass 判别法，其也
是一致收敛的.

2. 由上，该三角级数一致收敛于其和函数 S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，因而其可以逐项

积分. 由三角函数族的正交性，重复 Fourier 系数的构造过程：

1

π

∫ π

−π

f(x) dx = a0 +
1

π

∞∑
n=1

ak

∫ π

−π

cos kx dx+
1

π

∞∑
n=1

bk

∫ π

−π

sin kx dx ;

1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx =
1

π

∞∑
n=1

ak

∫ π

−π

cos kx cosnx dx+
1

π

∞∑
n=1

bk

∫ π

−π

sin kx cosnx dx = an;

1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
1

π

∞∑
n=1

ak

∫ π

−π

cos kx sinnx dx+
1

π

∞∑
n=1

bk

∫ π

−π

sin kx sinnx dx = bn.

即可得知其为 Fourier 级数.

3. 我们首先说明此三角级数可以逐项求导：由于本三角级数一致收敛，显然其点态收敛于其和函数；
并且三角级数的每一项都连续可导；所以我们只用证明其逐项求导的级数一致收敛：由

∞∑
n=1

∣∣∣∣ d
dx (an cosnx+ bn sinnx)

∣∣∣∣ = ∞∑
n=1

|n(−an sinnx+ bn cosnx)|

⩽
∞∑

n=1

n(|an|+ |bn|) ⩽
∞∑

n=1

M

n2
.

并根据 Weierstrass 判别法，其逐项求导的级数一致收敛. 这样此三角级数逐项可导，并且其导数为
导数的级数，并且连续.
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七、隐函数定理

本题题干有误，应为：F (x, y) 在带状区域 x ∈ [a, b] 存在连续一阶偏导，Fy(x, y) 有正值下界，证明：
在 (x0, y0) 附近可以由 F (x0, y0) = 0 唯一确定一个隐函数 y = f(x).

默写隐函数定理的证明则可.

八、函数项级数

1. 设
f(x) = cos

(π
2
x

1
n

)
− π

n
(1− x), x ∈

[
1

2
, 1

]
.

由 sinx ⩽ π

2x
，对 f(x) 求导得

f ′(x) =
π

2n

(
2− x

1
n−1 sin

(π
2
x

1
n

))
⩾ π

2n

(
2− x

1
n−1π

2
· 2
π
x− 1

n

)
⩾ π

2n
(2− (1/2)−1) = 0.

所以 f(x) 在
[
1

2
, 1

]
上单调递增，且 f(1) = 0，所以 f(x) ⩽ 0，即

cos
(π
2
x

1
n

)
⩽ π

n
(1− x), x ∈

[
1

2
, 1

]
.

2. 由
cos
(π
2
x

1
n

)xn

n2
⩽ 1

n2
, x ∈

[
1

2
, 1

]
.

且数项级数
∞∑

n=1

1

n2
收敛，所以由 Weierstrass 判别法，原级数在

[
1

2
, 1

]
上一致收敛.


