
2021-2022学年秋冬学期数学分析（H）期末考试解析
图灵2022学长组 潘昶皓 提供

对解析或题目本身有疑问可以私信提出，因为是个人写的解析，不确保正确性（伪证

并不是不可能，只是我发现不了[手动狗头]）

1.叙述柯西准则并证明： 收敛

解析：叙述略。对  , ,当 时，

所以由  收敛原理可知, 收敛。

 

2.(1)计算极限  

(2)计算不定积分 

(3)设  , 求 

(4)设曲线  从  引切线  ，求直线  ，曲线  和  轴围成的区域绕  轴旋转得

到的几何体的体积

解析：

（1）由  法则可知， ，

因此由夹逼原理可知，

（2）注意到  ,则

ps:这个注意到还是相当关键的，不然可能要用待定系数法了，会比较折磨人

（3）由  公式可知， 因此 

由  幂级数展开的唯一性可知，

(ps:这种做法有点投机了，想求稳的话还是乖乖用定义吧)

（4）容易求得  与曲线  相交于点  因此

 

3.证明：没有上界的数列一定存在发散到正无穷的子列

证明：对于  满足条件，显然对  

否则，对任意的  ,但  为有限数列，



故对 ,这与  无上界矛盾！因此 无
上界，则  反复取  ,并对  进行归纳构造，则  为一
个发散到正无穷的子列。

 

4.已知  在区间  上有界，证明： 

证明：设  , 若  , 则  为常值函数，等式左右均为0，成立。

以下假设  , 对  , 因为  为  在  上的上下界，故我们有

又由于确界的性质， ，

因此，我们有  ， 由夹逼原理可知，
 ， 即 

 

5.已知  在  上可导，且  存在，证明：  存在

证明：

又  存在，不妨设  , 则 

 

因此，由 中值定理可知，对 

 (其中 )

取 , 可知  恒成立，由  的任意性，结合柯西收敛定理可知，
 存在

 

6.若  在  上一致连续，  在 上连续，且 ，证

明：  在  上一致连续。

，

证明：由条件可知，对  ，由于  在  上一致连续，可知 

又因为 ，可知

综上可知，对 ，由  的任意性可知：

因此  在  上一致连续。

又由 闭区间定理可知，  在 ] 上一致连续,因此，  在  上一致连续。

 

7.设  证明： ，且两者均收敛。



证明：注意到： ，因此  在  处右连续。

又因为  有界且  在  上单调递减趋向于  

故由  判别法可知，  收敛。

利用分部积分，可知 其中 

，

而  

因此   ，且两者均收敛。

 

8.设  在  上三阶可导，且  且对 
 任取   证明：

（1） 

（2）

证明：

（1） 由单调有界定理，设:

左右取极限可知：

若  ，但是  矛盾！因此，

（2）原命题等价于：

由条件可知  大于  为单调递增数列，且趋向于无穷大，因此由 定理可知，若 

 存在，则 （此处借用 思

考）

根据 展开可知，   

记 则有 ，

由  中值定理，可知在  时，  ，

因此有 ，得到 

（以上过程为分析  的取值，可以不用写在试卷上）

下证上述猜想成立：

由条件可知： ，因此：

又 



由  定理可知，  存在且不为0，因此取 

 ，命题成立。

 


