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2024 - 2025学年数学分析I (H)期末试题答案

jayi0908

一、 计算题

(1) 由定积分定义，令f(x) = ln(1 + x)，则

原式 = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(
k

n
) =

∫ 1

0

f(x)dx = 2 ln 2− 1.

(2) 由洛必达法则，令u =
√
t，则

原式 = lim
x→0

∫ x

0
2u sin2 udu

x4
= lim

x→0

2x sin2 x

4x3
=

1

2
lim
x→0

sin2 x

x2
=

1

2
.

(3) f ′(x) = (1 + x) arctanx，则

x ≤ −1时，f ′(x) > 0

−1 < x < 0时，f ′(x) < 0

x ≥ 0时，f ′(x) > 0

故f(x)的极大值为f(0) = 0，

由分部积分，极小值为

f(−1) =

∫ −1

0

(1 + x) arctanxdx

=
1

2
(1 + x)2 arctanx|10 −

∫ −1

0

(1 + x)2

2(1 + x2)
dx

=
π

2
−
∫ −1

0

1

2
dx−

∫ −1

0

xdx

1 + x2

=
π

2
+

1

2
− 1

2
ln(1 + x2)|−1

0

=
π

2
+

1

2
− 1

2
ln 2.

(4) 代入 x = 0 到第一个方程得 sin t+ 2t = 0，

由函数 y = sinx+ 2x 单增知 t = 0 为唯一解，代入第二个方程得 y =
π

2
.

由第二个式子解得t =
y − π

2

sin y
，代回第一个式子得ex = sin

y − π
2

sin y
+ 2

y − π
2

sin y
+ 1.

两边对x求导得ex =

cos
y − π

2

sin y

(
y′ sin y −

(
y − π

2

)
cos y

)
sin2 y

+ 2
y′ sin y −

(
y − π

2

)
cos y

sin2 y
.

代入 x = 0, y =
π

2
得 1 = 3y′|x=0，故

dy

dx
|x=0 =

1

3
.
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(5) ∫ +∞

0

xex

(1 + ex)
2 dx = −

∫ +∞

0

xd
1

1 + ex

=
−x

1 + ex
|+∞
0 +

∫ +∞

0

1

1 + ex
dx

=

∫ +∞

0

1

ex(1 + ex)
dex

=

∫ +∞

1

1

t(t+ 1)
dt

= ln
t

t+ 1
|+∞
1

= ln 2.

二、 确界原理：非空有上界的实数集必有上确界，非空有下界的实数集必有下确界.

证明：对 ∀x0 ∈ (0, 1)，由于 f 在 (0, 1) 上单增，故 x0 左侧的函数值均小于 f(x0)，

令E = {f(x)|x ∈ (0, 1), x < x0}，则 E 非空有上界，故 ∃a = supE，

由确界定义，∀ε1 > 0,∃x1 ∈ (0, 1), x1 < x0，使得 a− ε1 < f(x1) ≤ a.

则 ∀ε2 ∈ (0, a− f(x1)),∃x2 ∈ (x1, x0),，使得 f(x1) < a− ε2 < f(x2) < a.

同理可一直构造出 x1 < x2 < · · · < xn < · · · < x0，使得 f(xn−1) < a− εn < f(xn) < a，

且 {a− f(xn)} 收敛于 0.

由f单调性不难知 lim
x→x−

0

f(x) = a，即左极限存在。同理右极限存在。故不存在第二类间断点

易知 f 作为连续区间上的单增函数不存在可去间断点，故其间断点只能是跳跃间断点，得证.

三、 证明：xn+1 − xn =
1

4(1− xn)
− xn =

(1− 2xn)
2

4(1− xn)
> 0，故 {xn} 单调递增.

且若 xn <
1

2
，则 xn+1 =

1

4(1− xn)
<

1

4(1− 1
2
)
=

1

2
，故 {xn} 有上界. 故 {xn} 收敛.

设 lim
n→∞

xn = a，则 a =
1

4(1− a)
，解得 a =

1

2
.得证.

四、 由导数局部保号性与拉格朗日中值定理，

∃x1 ∈ Uo
+(0), x2 ∈ Uo

−(2025),∃ξ1 ∈ (0, x1),∃ξ2 ∈ (x2, 2025)，

使得f(x1) = f ′(ξ1)x1 > 0, f(x2) = f ′(ξ2)(x2 − 2025) < 0，由f连续及零点存在性定理得证.

五、 一致连续：∀ε > 0,∃δ > 0,∀x, y ∈ I, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε，则称f在I上一致连续.

证明：不难证明，若f在I1上一致连续，在I2上也一致连续，且I1与I2为两个相接的区间，则f在I1∪
I2上一致连续.

(只需任取
ε

2
，相应的有两个δ1, δ2，取δ = min δ1, δ2，则可证明∀x, y ∈ I1 ∪ I2, |x − y| < δ ⇒

|f(x)− f(y)| < ε)

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

lnx

x− 1
2

= lim
x→0

x−1

− 1
2
x− 3

2

= 0，故f(x)在(0, 1]上一致连续.

故只需证明f(x)在(1,+∞)上一致连续.

由拉格朗日中值定理，只需证明f ′(x)在(1,+∞)上有界.
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f ′(x) =
lnx

2
√
x
+

√
x

x
=

2 ln
√
x+ 2

2
√
x

=
ln t+ 1

t
.

其中t =
√
x，且不难证明在(1,+∞)上0 <

ln t+ 1

t
< 1恒成立，得证.

六、 注意到
∫ 1

0
x2dx = 1

3
，故只需证明

∫ 1

0
f(x2)dx ≤ f(

∫ 1

0
x2dx).

由定积分定义与琴生不等式，

f(

∫ 1

0

x2dx) = f( lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k2

n2
)

≥ lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(
k2

n2
)

=

∫ 1

0

f(x2)dx.

得证。

七、 f ∈ C[0, 1],证明：

(1)令F (t) =
∫ t

0
f(x)dx +

∫ 1

1−t
f(x)dx, t ∈ [0,

1

2
]. 则由f ∈ C[0, 1]知F (t) ∈ C[0,

1

2
]，且F (0) =

0, F (
1

2
) =

∫ 1

0
f(x)dx.

由介值定理，∃ξ ∈ [0,
1

2
],使得F (ξ) =

1

2
F (

1

2
) =

1

2

∫ 1

0
f(x)dx.

(2)不成立，反例： f(x) = cos 2πx，则F (t) =
1

2π
sin 2πx|t0 +

1

2π
sin 2πx|11−t =

1

π
sin 2πt，

F (0) = F (
1

2
) = 0，但不存在ξ ∈ (0,

1

2
)使得F (ξ) = 0，故结论不成立.


