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一、 (16 分) 点 P0(1, 0, 1) 到平面 x+ y + z = D 的距离为
√
3，由点到平面距离公式：

|1 + 0 + 1−D|√
12 + 12 + 12

=
√
3 =⇒ |2−D| = 3 =⇒ D = 5 (D > 0)

直线


x+ y + z = 5

x− y + z = 1

的方向向量为两平面法向量的叉乘：

n1 = (1, 1, 1), n2 = (1,−1, 1) =⇒ v = n1 × n2 = (2, 0,−2)

取直线上点Q(0, 2, 3)，向量
−−→
P0Q = (−1, 2, 2)，外积：

−−→
P0Q× v = (−4, 2,−4)

距离为：
|
−−→
P0Q× v|

|v|
=

6

2
√
2
=

3
√
2

2
.

二、 (16 分)

(1) W = {a0x2 + b0x|a0, b0 ∈ R}，设 f(x) = a1x
2 + b1x+ c1 ∈ W⊥，由正交性得：∫ 1

0

(a1x
2 + b1x+ c1)(a0x

2 + b0x)dx = 0

=⇒ a0(
1

5
a1 +

1

4
b1 +

1

3
c1) + b0(

1

4
a1 +

1

3
b1 +

1

2
c1) = 0 =⇒ b1 = −4c1, a1 =

10

3
c1

取 c1 = 3，得 W⊥ = span{10x2 − 12x+ 3}.

(2) 设 p(x) = a0x
2 + b0x+ c0，则

⟨p, f⟩ = a0(
1

5
a1 +

1

4
b1 +

1

3
c1) + b0(

1

4
a1 +

1

3
b1 +

1

2
c1) + c0(

1

3
a1 +

1

2
b1 + c1) = p(0) = c0

从而由 (1) 可得：b1 = −4c1, a1 =
10

3
c1,

1

3
a1 +

1

2
b1 + c1 = 1

解得 c1 = 9，f(x) = 30x2 − 36x+ 9.

三、 (12 分) 证明：由条件 A 为幂零矩阵，且 A3 = B6 ̸= O，A4 = B8 = O（因为 B 只有 7 阶

且幂零），故 B 的若当块一定是 J7(0)，故 r(A) = r(B2) = 5.

四、 (12 分) 幂零算子 T 的秩为1，故其 Jordan 标准形有 n − 1 个若当块，只能为一个 J2(0) 和

n− 2 个 J1(0)，即一个除了第一行第二列元素为 1 之外其余元素均为 0 的方阵。

对任意 a，Ua = span{e2, e1 + ae3} 是二维 T -不变子空间，且有无穷多个。得证。
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五、 (20 分)

1. 假：反例：设T在基下的矩阵为


1 0 0

0 2 1

0 0 2

，特征值为1和2，但

T 2 − 3T + 2I =


1 0 0

0 4 4

0 0 4

−


3 0 0

0 6 3

0 0 6

+


2 0 0

0 2 0

0 0 2

 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ̸= O.

2. 假：反例：设算子 T 在自然基下的矩阵为


1 −1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 −1

0 0 1 1


，显然每个对角块对应一

个非平凡不变子空间，但是它的特征多项式为 (x2−2x+2)2 无实根，故没有实特征值。

3. 真：设W 是 U 的补空间，取W 的基 ε1, · · · , εs并扩展成 V 的一组基 ε1, · · · , εs, · · · , εn.对

任意 v ∈ V，v =
n∑

i=1

biεi，故 v + U =
s∑

i=1

bi(εi + U)（因为对 s + 1 ≥ k ≥ n，由于

εk ∈ U，故 εk+U 为 V/U 的零元），且 {εi+U}si=1 是线性无关组，因此是 V/U 的基。

4. 假：非标准正交基下对称矩阵未必对应自伴算子。例如基 {(1, 0), (1, 1)}上矩阵

0 1

1 0

，
其在自然基下的矩阵表示为

1 1

0 −1

，不难验证其不满足 ⟨Tv,w⟩ = ⟨v, Tw⟩。

5. 真：设 s 是奇异值，则 s =
√
λ，λ 为 G = T ∗T 的特征值。取单位特征向量 α，则

∥Tα∥2 = ⟨T ∗Tα, α⟩ = λ⟨α, α⟩ = λ，故 ∥Tα∥ = s.

六、 (12 分) 设 U = span{ε1, ε2, ε3}，V = span{ε4, ε5}，

T |U满足(T |U )2 = 3T |U，极小多项式为 x(x− 3)；

T |V满足(T |V )2 = 2T |V，极小多项式为 x(x− 2)；

从而整体极小多项式为最小公倍式：x(x− 2)(x− 3).

归纳易得 (T |U )n = 3n−1T |U，(T |V )n = 2n−1T |V，故

T 2025618(εi) = 32025617(ε1 + ε2 + ε3) (i = 1, 2, 3), T 2025618(εj) = 22025617(ε4 + ε5) (j = 4, 5).

七、 (12 分) (1) =⇒ (2)：

假设 T 是正规算子，则存在一组标准正交基 {fk} 使得 Tfk = µkfk 且 T ∗fk = µkfk。于是：

Gfk = T ∗Tfk = |µk|2fk.
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设 λi 为 G 的不同特征值，特征空间 E(λi, G) 由满足 |µk|2 = λi 的 fk 张成。取 {εij}di

j=1 为

E(λi, G) 的标准正交基。定义 S 在 E(λi, G) 上的作用为：

Sεij =
µk√
λi

εij

其中 µk 是 εij 对应的 T 的特征值。由于

∣∣∣∣ µk√
λi

∣∣∣∣ = 1，从而 S 在 E(λi, G) 上是等距同构且

E(λi, G) 在 S 下不变。将其扩展至整个空间可知 S 仍为等距同构，且每个 E(λi, G) 在 S 下

不变。

对任意向量 v，展开得：

Tv =
∑
k

µk⟨v, fk⟩fk =
∑
i

∑
j

µk⟨v, εij⟩εij =
∑
i,j

√
λi⟨v, εij⟩Sεij ,

故 (2) 成立。

(2) =⇒ (1)：

已知 Tv =
∑
i,j

√
λi⟨v, εij⟩Sεij，其中 {εij} 是 E(λi, G) 的标准正交基，S 在 E(λi, G) 不变。

计算 T ∗：对任意 u, v，

⟨Tu, v⟩ =

〈∑
i,j

√
λi⟨u, εij⟩Sεij , v

〉
=

∑
i,j

√
λi⟨u, εij⟩⟨Sεij , v⟩

=
∑
i,j

√
λi⟨v, Sεij⟩⟨εij , u⟩ =

〈∑
i,j

√
λi⟨v, Sεij⟩εij , u

〉
.

因此，

T ∗v =
∑
i,j

√
λi⟨v, Sεij⟩εij .

由于

⟨Tv, Sεij⟩ =

〈∑
k,l

√
λk⟨v, εk,l⟩Sεk,l, Sεij

〉
=

∑
k,l

√
λk⟨v, εk,l⟩⟨Sεk,l, Sεij⟩ =

√
λi⟨v, εij⟩,

故

T ∗Tv =
∑
i,j

√
λi ·

√
λi⟨v, εij⟩εij = Gv.

同理：

TT ∗v =
∑
i,j

λi⟨v, Sεij⟩Sεij .

因为 S 是酉算子，且 E(λi, G) 在 S 下不变，故 {Sεij} 是 E(λi, G) 的标准正交基，故

TT ∗ =
∑
i

λi⟨v, Sεij⟩Sεij = G。因此 T ∗T = TT ∗，即 T 正规。

(1) =⇒ (3)：

假设 T 正规，则 ImT = (KerT )⊥（因正规算子满足 KerT = KerT ∗）。

对 T 2 用极分解，有 T 2 = S′
√

(T 2)∗T 2 = S′
√
T ∗(T ∗T )T = S′

√
(T ∗T )2 = S′G，成立。
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(3) =⇒ (1)：

由条件，对 ∀v，∥T 2v∥ = ∥T ∗Tv∥，即

⟨T 2v, T 2v⟩ − ⟨T ∗Tv, T ∗Tv⟩ = ⟨T ∗T 2v, v⟩ − ⟨T (T ∗T )v, Tv⟩ = ⟨(T ∗T − TT ∗)Tv, Tv⟩ = 0.

由于 T ∗T −TT ∗ 是自伴的，故由自伴算子的性质知 T ∗T −TT ∗ 在 ImT 上的限制为零算子。

由于 ImT = (KerT )⊥ = (KerT ∗)⊥，则 KerT = KerT ∗，故对 ∀v ∈ KerT，有 (T ∗T −

TT ∗)v = 0，即 T ∗T − TT ∗ 在 KerT = (ImT )⊥ 上的限制为零算子。

因此 T ∗T − TT ∗ 在整个空间上为零算子，即 T ∗T = TT ∗，即 T 是正规算子。

综上，(1)(2)(3)等价。


