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写在前面：答案仅供参考，不保证正确性。欢迎指出错误和提出修改建议！

 

 写出关系矩阵后使用 Warshell 算法即可。

 

 略。     没有。    没有。

 

 使用 Kruskal 算法或者 Prim 算法。最小值为 ，图略。

 

 使用 Dijkstra 算法。最短路长度为 ，图略。

 

 建树，高度为  的节点 ，高度为  的节点 ，高度为  的节点 。图略。

平均所需字节 

 

  或者  。

证明：  时肯定能按定义使得边不交叉。  且  时，一定有一个  子图，所以不是平面图。

 

 考虑用图论建模：任意两个人之间都有胜负关系，我们把输的人向赢的人连一条边。那么每两个人之间都有且仅
有一条边。如果这个边是无向的，那这个图就是完全图 。但是这个边是有向的，方向代表着胜负，这种图被称为
竞赛图。至此我们把问题转化成了图论问题：对于竞赛图，是否一定有哈密顿路径？

证明：  时易证。

使用归纳法：假设  时，存在一条哈密顿路径 。  时：记新的第 
个人为节点 。

如果有边  或者 ，那么只需要把  放在之前那条路径的首或者尾，就得到了一条新哈密顿路径。

如果不是这样，那么一定是有边  和 。依次考虑  和  之间的边  。找到最小的 
使得  和  之间的边是 （一定能找到这样的 ，因为已知 ）。同时，易知一定有 
（因为已知 ）。



图 1

那么，一条新的哈密顿路径为 。所以  时也成立。

由归纳法知：对竞赛图，一定有哈密顿路径。所以本题结论得证。

 

 

 染色数为 。

 是的，两个图同构。可以找到一个一一对应关系为 
。

 假设是平面图。由于最小的环有五条边，由平面图的欧拉定理推论有  ，在这里 。带入 

，得 ，矛盾，故不是平面图。

 假设是哈密顿图（即存在一条哈密顿回路）。则这个图是在一个长为  的环（也就是一条哈密顿回路，见图
1）上加五条新边得到的。由于对于这个环，每个节点的度都为 ，而彼得森图每个节点的度都为 ，说明新加的这
五条边刚好给每个节点都加了一个度，也就是每个节点在且仅在一条新边上。

考虑怎么连这五条新边，不失一般性地我们先考虑给节点  连的那条边。由于彼得森图没有长度小于  的环，所以
这条边只能从  连向  或 （  和  等价，我们只讨论连向 ）。

如果  连 （如图 2），那么考虑  的连边，同样的有上述环长度的限制条件，  只能连 。由于  和  连
了，所以不能再连。如果连 ，会有一个四元环  ，矛盾；如果连 ，会有一个四元环 

，也矛盾。所以  连  是不行的，由节点的任意性，可以知道，不仅仅是节点 ，所有节点都不
能连像上述一样的形成一个五元环和一个七元环的边，只能选择连形成两个六元环的边，即  连 。

如果  连 （如图 3），  只能连  不能连 ，否则和  连  一样会导出矛盾。但是，  连  会导致出现一个四元环 
，也矛盾。综上所述，无论这五条新边怎么连，都连不出彼得森图。所以，彼得森图不是哈密顿

图。



图 2

图 3

 


